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Linearis Algebra Alapok

Konyvajanlo

Stephen Boyd
Lieven Vandenberghe

Introduction to
Applied Linear Algebra

WETTL FERENDC vectors, Matrices, and Least Squares

Linearis algebra

https://math.bme.hu/~wettl/okt/Jegyzet/00la.pdf https://web.stanford.edu/~boyd/vmls/



https://web.stanford.edu/~boyd/vmls/
https://math.bme.hu/~wettl/okt/Jegyzet/00la.pdf

Jelolesek

of(x)

ox 1

0 af(x)
’;(;) = | n | = V0 =£0) =00 = -

af(x)
0x

n

Gradiens (1. derivalt)

* A lokalisan max. névekedés iranyaba mutat
« Merbleges (normadlis) az f(x) = C szintfellletre

Tobbkimenetl fliggveényre: Jacobi-matrix

X
%9)
X =X = .
xl’l
3
ox?
2
aZf( JC) J7f(x)
— | 0x,0x;
0x?
0°f(x)
0x,0x,,

0*f(x)

axl 0X2

O*f(x)

)
0x2

0*f(x)

0x,0x,,

0*f(x)

0x10Xx,,

O*f(x)

0x,0x,,

0*f(x)

2
0x},

A vektorokat / matrixokat nem mindig
kilonboztetjik meg a skalaroktol!

= V() = /() = () = -

Hesse-matrix (2. derivalt)

* A fliggveny lokalis gorbuletét definialja
e Masodrendben simul az f(x) = C szintfelllethez

Tébbkimenetl fuggvenyre: magasabb rendul tenzor
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Optimalizacios Feladatok

Tortenelem

Brachisztochron-probléma
[Bernoulli, 1696]

& (a) Elastica o “Minimél,, felﬁletek
lzoperimetrikus probléma Lagrange, 1762]
[Dido, i.e. 9. Sz.] A 4 L
- e i - .
Rvd ‘ : ~q3 .
O o
“Elasztikus” gorbeék Mechanika (“Variaciés elv”)

[Lagrange, 1744] [Euler-Lagrange-Hamilton, 18 sz.]
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Optimalizacios Feladatok

» Diszkret optimalizacio:
 diszkrét ismeretlenek — pl. Boolean, veges halmaz, egész szamok, stb.
* Pl. kombinatorikus problémak (grafok, kereses, SAT, stb.) — Tipikusan NP-Nehéz!
» “Ugyes” algoritmusok (Dijkstra, stb.), heurisztikak sziikségesek!
* Folytonos optimalizacio:
* Folytonos ismeretlenek (valos szamok)

« Szintén lehet (NP-)nehéz, de sok gyakorlati probléma “kdnnyebb”



Optimalizacios Feladatok

Altalanos definicio

K6Itségfﬁggvén¥ (célfliggvény/veszteségfliiggveény/loss)

v
min  f(x)

Alternativ jel6lés: f(x) — min

St gi(x) Z O, | = 1,“.’m
h](x) = O, ]: 1’“.,p } Kényszerek

Optimalizacios feladat
(Standard alakban)

Gondoljunk bele:

Létezik egyaltalan megoldas?

A megoldas egyértelm(?

Tényleg a “valodi” optimum érdekel minket?




Optimalizacios Feladatok

Megoldas egyertelmiisege

Forras: K. Crane

Lehet, hogy a megoldas nem egyerteim!




Optimalizacios Feladatok

Megoldas letezese

/

f(x)
mine *

Lehet, hogy nem létezik optimalis megoldas!

X

min
rER?

Lo A |
1 SN

sin(xq) + J;%

(1 —2)°
$1f£-—1

A\
—

L
4

>

L1

Lehet, hogy nem létezik “helyes” megoldas!

Forras: K. Crane



Optimalizacios Feladatok

Lokalis vs. Globalis Optimum

« Globalis minimum: a legkisebb
lehetséges érték a megengedett local minima
tartomanyon /. \

e Altaldban nincs reményiink
megtalalni!

global minimum

\

« Lokalis minimum: kdzvetlen
kornyezetében nem tudunk jobbat rorras: K. Grane
talalni

o Altaldban kénnyebb megtalalni...



Optimalizacios Feladatok

Lokalis optimum feltéetele

Maximum
szo(x) <06 Maximum
Vfi(x) =0 Vi) <0 @
Vigx) =0
Nyeregpont
Vo) =063

V) =0

Vfo(x) > 0
Viyx) =0
Minimum

10



Optimalizacios Feladatok
Kitero: Kvadratikus fliggvények

fx) = Z Z ;XX = —xTAx = Z /IZ

x=387

A sajatértéke;

fotengely
transzformacio

VA, > 0 : pozitiv definit (konvex elliptikus)

VA, < 0 : negativ definit (konkav elliptikus)

Egyébkent: indefinit (hiperbolikus)

Konvex fv.: konstans szintfellletek ellipszoid alakuak,
f6tengelyek hossza 1/4.-el aranyos

of(x)

Kvadratikus fliggveny minimumanak sziikséges feltétele: p =0 = |[Ax=0b
X

Linearis egyenletrendszer!

11



Optimalizacios Feladatok

Peldak — Linearis regresszio

. Adat parok: fliggetlen valtozok X; = (x., ...x;,) € RY, fiiggd valtozék y; € R

» Valtozok k6z6tt posztulalt 6sszefligges (“linearis modell”): -
FUggvenybazis 1
/ \ 1 °.= <58
Yy = wiB(X) + ... + wyBy(X) ! S
1 .q ?
Egyltthatok (ismeretlenek!) { o o
* Linearis egyenletrendszer az adat parok alapjan: L
wip(X)+ ... FwyoX) =y, i=1,....M példa: egyenes illesztés pontokra y = wx + w,

e Tulhatarozott (N > M) — altaldban nem oldhatd meg minden egyenlet! Matrixos alak:

* Minimalizaljuk a négyzetes hibadsszeget (legkisebb négyzetek / least-squares): Bw =y
H Bw —y H g min

M
fwy, ..owy) = Z (W@ ((X) + ... + wyon(X,) — yl-)2 — min
i=1

12



Optimalizacios Feladatok

Peldak — Linearis regresszio

« Megoldas zart alakban (pszeudoinverz): w = (BTB)_lBTy

* Ritka kivétel!

13



Optimalizacios Feladatok

Peldak — Linearis osztalyozas / Logisztikus regresszio

« Adat parok: nggetIen valtozok

X; = (X, ...X;;) € R binaris cimkék y; € {0,1}

(pI Nem Spam/Spam)

» Cél: helyesen osztalyozni az adatpontokat

e Valoszinlségi modell: p) =

1 + e

e Logisztikus loss (kereszt-entropia):

Z(x) = Z w; P, (x)

EgyUtthatok (ismeretlenek)

M
L(x) = ) y;log(p(x) + (1 — y)log(1 = p(x))

=1

14
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Optimalizacios Feladatok

Peldak — Linearis Programozas

e Feladat: er6forrasok (pl. pénz, elelem, aru, stb.) optimalis szétosztasa

n
Minimalizalando 6sszkoéltseg: Z g.c; = c'q
i=1

. Teljesitendd kényszerek: Z a;q; <b;—> AqQ=b

* Linearis Programozasi feladat (LP): mqin c'q
st. Aq=<Db

o Geometriai értelmezés: keressiik egy politop legszéls6bb pontjat, adott iranyban

* Nincs zart alaku megoldasa — iterativ mddszerek (szimplex, belsépont, stb.)

15



Optimalizacios Feladatok

Konvexitas

Konvex fliggveny Nem-konvex fliggveny Konvex halmaz Nem-konvex halmaz

Forras: K. Crane

Konvex célfv. + Konvex kényszerhalmaz = “konvex optimalizacio”

: Y : Y convex
Konvex optimalizacio: Nem-konvex optimalizacio: Optimization
» globalis optimum » csak lokalis optimum
* polinomialis idén belll * nincs garancia...

» garanciakkal

16



Optimalizacios Modszerek

Hogyan talaljuk meg az optimumot?

17



Optimalizacios Modszerek

Optimalizacio kényszerek nelkiil

» Optimalizacios feladat: f(X) — min
- Hogyan talaljuk meg az X* = argmin_f(X) optimumot?

e Egy “altalanos” optimalizacidos probléma NP-Nehéz — egzakt optimumot talalni
praktikusan nem lehetseges!

« Gyakran lehetséges “j0” (lokalis) optimumot szamitani, numerikus modszerekkel

 Nulladrend( médszerek: csak az f(X) kiértékelését igénylik

* El6ny: a minimalizalt figgveny lehet “fekete doboz”, nem kell derivalni

o Hatrany: lassu, csak kevés ismeretlen esetén praktikus (“dimenziok atka”)

18



Optimalizacios Modszerek

Gradiens modszer

e .y . Of(X¥)
. Lokalis optimum sziikséges feltétele: p = (0
X
* Gradiens modszer (gradient descent):
of(x;)
Mevl =M= T 3
» 7: lepeskdz / “learning rate” - v

Csak lokalis minimum — fligg a kezddponttol!

19



Optimalizacios Modszerek

Gradiens modszer

e .y . Of(X¥)
. Lokalis optimum sziikséges feltétele: p = (0
X
* Gradiens modszer (gradient descent):
of(x;)
Mevl =M= T 3
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Csak lokalis minimum — fligg a kezddponttol!
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Optimalizacios Modszerek

Gradiens modszer — Példa

a) b) c) Loss, L[¢] d)
* e
' ~ O O
®) @) Q
: O 5
. o s,
> —, —
; S
= ® @ - .
WE O w0 - (T
S| e S, &
O wn
‘O
InpUt

U 2. 1.
Intercept, ¢ Input, x

Forras: S.J.D. Prince

Egyenes illesztése gradiens mddszerrel

20


https://udlbook.github.io/udlbook/

Optimalizacios Modszerek

Gradiens modszer — A lépésk6z szerepe

of(x;)
0x

—— = . \
T e -
e s
o -
e =
- - -
. o s
~ L Sk
i

Merl =M~ T

e —:::1’_‘:'“— A
idedlis 7 (“line search”)

. j'
s
!
< P e
RO
(o=
. e
- ol -
e -
e
o
-- R P~
3 o g
- e g -
P .
- i
- = /

tul Kicsi tul nagy 7

A gyakorlatban érdemes adaptiv 1épéskdzt hasznalni!

21



Optimalizacios Modszerek

Gradiens modszer — Kondicioszam

« Masodfoku kozelités:

J(x + Ax) = f(x)

ox 2

2
CASUNL N v (SO

ox?

-~

esse matrix

* A gradiens-moddszer konvergenciajat a
masodfoku tagok hatarozzak meg.

* A Hesse-matrix legnagyobb / legkisebb

sajatertékének aranya: (lokalis)
kondicioszam 2

22



Optimalizacios Modszerek

Sztochasztikus gradiens modszer

» Adatillesztési / tanulasi problémaknal a gradiens
kiertékeléséhez minden iteracidban az dsszes
adatpontra szikség volna...

Batch Gradient Descent Mini-Batch Gradient Descent

* Praktikus kompromisszum: a gradienst véletlendl
mintavételezett részhalmaz alapjan becsiiljik
(mini-batch)

* batch méret = 1 — stochastic gradient
descent (SGD)

* Az SGD zajos, ezért nagyobb batch méretet
hasznalunk (de pongyolan ezt is SGD-nek
szokas nevezni)!

* Epoch: minden adatpont egyszer “érintettink”.

23



Optimalizacios Modszerek

Momentum

* Az (S)GD kénnyen beragad lokalis
minimumokba...

o Otlet: legyen a mozgasnak
“tehetetlensége” (guruld golyo
analogia) — a lokalis minimumbol ki

tudunk “gurulni

 Hasznaljuk fel a korabbi iteracio
gradiensét (mozgoatlag, [, “felejtési
faktor”):

M = Pr - M+ (1 = fy) - VLX)

24

Momentum Nesterov Momentum
_>‘

A

—> (Gradiens
—> Korabbi lépés
—> Eredd lepes

Forras: Szemenyei M.



Optimalizacios Modszerek

Adaptiv Momentum (Adam)

Problema: az (S)GD nagyobbat |ép ahol meredek a
flggvény, kisebbet ahol lapos...

1. Otlet: skalazzuk adaptivan (normalizaljuk) a

gradienst

» Ujabb probléma: nem konvergal...

X1 = Xk

V L(x;)
—_r.
| view |

2. 6tlet: momentum a gradiens normara (RMSProp)

X1 = X —

Giy1 =P G+ =) H VLX) H 2
“2. momentum”

JGire W
k

e~ 1078

Biztonsagi faktor

25

oF

e t=0

 Gradient descent

a = 0.05

“ﬁ() 1.0

Loss. L[|

Normalized gradients

a = 0.05

Do W

00

~ Gradient descent
a=10

' ¢'U ' ' 1.0
Loss. L[¢)]

Adam
e a=0.058=09,7=099

00 .0

Forras: S.J.D. Prince



https://udlbook.github.io/udlbook/

Optimalizacios Modszerek

Adaptiv Momentum (Adam)

3. 6tlet: Momentum a gradiensre és a normajara

T
A1 = X —
\/Gk+€

'Mk

M. =0 -M+(—-p)-VL(x)

Gk+1 — ﬁz . Gk + (1 _ﬁz) . H VL(xk) ‘

2

« Probléma: M,, G, O-ra van inicializalva — lassu

indulas...

o 4. 6tlet: adaptiv ,51,,52

T
Xjr1 = Xk —
\/Gk+€

M l%ﬂ{( (B M+ (L= B) - VL)
=1 (B G =g | v |)

.Mk

Adam

26

W

of

Loss, L[|
e
X‘\‘ E—
Gradient descent
t=0 a = 0.05
Loss. L|¢|

———

Normalized gradients
a = 0.05

Do

1.0

d)

| a=10

10 o) 1.0
Loss. L|¢]
s
‘\ \ —_——

Adam

L - a=0.0553=0.9,y=0.99
0 ' ' ' do ' ' ' — 10

Gradient descent

Forras: S.J.D. Princ

e



https://udlbook.github.io/udlbook/

Optimalizacios Modszerek
Adaptiv Momentum (Adam)

® «=0.001,3=09 4 =0999,7=10" (Defaults)
m, <— 0 (Initialize 1s*moment vector)

v, < 0 (Initialize 2"d moment vector)

i < 0 (Initialize step)

while ©, not converged do Adam: A method for stochastic optimization
i<—i+1 DP Kingma, J Ba - arXiv preprint arXiv:1412.6980, 2014 - arxiv.org
g < V./(0,,) (Getgradients at step i) We introduce Adam, an algorithm for first-order gradient-based optimization of stochastic

objective functions, based on adaptive estimates of lower-order moments. The method is ...

m <« [ -m_ +(1- ) -g (Update biased first moment estimate)
vy Save UY Cite |Cited by 236931] Related articles All 14 versions 9%

v, < B, v, +(1-,)-g’ (Update biased second raw moment estimate)
m, < m,[(1- ) (Compute bias-corrected first moment estimate)
v, «<v,/(1- ) (Compute bias-corrected second raw moment estimate)
O «0  —a-m/ (\/: +7) (Update parameters)

end while

return ©. (resulting parameters)

Adam: 2014 ota de facto standard a gradiens-alapu modszerek kdzott!

27



Optimalizacios Modszerek

Newton modszer

» Otlet: minimalizaljuk a figgvény masodfok
kbzelitését

r 2
fx+d) ~ f(x) + (af(x)) d+ldT(af(X)>d

9).¢

g&) J ) H(x)
H(x)d = — g(x)
d=-H"'(x)gXx)

* Linearis egyenletrendszer

 |nterpretacio: kompenzaljuk a figgveny
gOrbiletét (prekondicionalas)

28

Masik ertelmezées: Newton-Raphson gyok keresés
a Vf(x) = 0 egyenletre!

Current Point
x(K) ¢

Predicted Minimizer ¢ .

Az optimum kdzelében masodrendl konvergencia!
Konvex fliggvenyek esetén idealis valasztas!




Optimalizacios Modszerek

Kvazi-Newton modszerek*

» Newton-mddszerben a tényleges Hesse-matrix kiszamitasa koltséges Forras: Wikipedia

e QOtlet: kdzelitsiik a Hesse-matrixot — Kvazi-Newton modszerek

« Gyakran alkalmazott kdzelités: szel6 modszer

o(x +d) ~ g(x) + Hd

 Népszeru varians: L-BFGS

e Specialis esetek:

~/

« H=1-GD . g

X x+h

- , /
« H=H — Newton-moddszer . ’ :

VL4

« Kisebb méretl problémak (<1M valtozd) eseten nagyon gyakori valasztas, nagyobb problemakra kevés (f6
akadaly: batching)

29



Optimalizacios Modszerek

Gauss-Newton*

» Specialis, de nagyon gyakori loss alak — f,(x) nemlinearis fliggvény-rendszer:

L(x) = Z ( fl-(x))2 “Nem-linearis least-squares”
i

e Hesse matrix kdzelitése (Gauss-Newton modszer):
P _ o) oW e
0x2  ox ox 7 ox2
» Levenberg-Marquardt modszer — adaptiv A paraméter

ofi(x) ofix)" o S
(Z ox O0x +ﬂ)d_; ox Ji&)

e De facto standard kis/kbzepes nemlinearis least-squares problemakra.

30



Optimalizacios Modszerek

Kéenyszerek érvéenyesitese — Parameterezeés

* Néha lehet ugy formalizalni (paraméterezni) a feladatot, hogy egyes kényszerek automatikusan teljestljenek
* Néhany példa:
o XZZOXZZle

e x;>0:x; =e% S =

0<x,<1l:x= (szigmoid) 05,
1 + e*

Zl | —~ | J
x.=1:x = -6 -4 -2 0 2 4 6
° l l
Z-Zi
l

i
* “Nincs ingyen ebéd” — az optimalizacio gyakran nehezebbeé valik!

e Sajnos nem minden kényszerrel tehetd meg...

31



Optimalizacios Modszerek

Kényszerek érvenyesitéese — Biinteto Tagok

* A kényszer “hibajat” hozzaadhatjuk a minimalizalt Loss-hoz.

e Peldaul:

Inxin Jf(x) : min f(x) + i /’tihi(x)z
st. h(x)=0, i=1,..,m i=1

« Az optimum fligg a y; sulyok valasztasatol!
 Tul kicsi y;: a kenyszerek csak nagy hibaval teljestinek

 Tul nagy p;: az eredeti loss-t ignoraljuk (+ numerikus problemak)
* Ellenben: univerzalis mddszer, egyszerl implementacio — gyakran alkalmazzuk!

32



Optimalizacios Modszerek

Kényszerek ervenyesitése — Lagrange multiplikator

Lagrange multiplikator (“dudlis valtozo”)

min f(x)

0 # minmax f(x) — Ag(x) Lagrange dudlis (“nyeregponti”) probléma
X

S.t. gx) = A

VIx) —4Vgx) =0 Geometriai
g(x)=0 Interpretacio! | | i qiyi-da.,

33



Optimalizacios Modszerek

Kényszerek ervényesitése — Lagrange multiplikator — Példa

« Masodfoku fliggveny + linearis kényszerek:

min ExTAx —blx+c minmax —x'Ax—blx+c—ACx—-d)
X X A
st. Cx=d
Ax—C'A=0b

Cx=d

4 <l0- [

34



Optimalizacios Modszerek

Optimalizacio kenyszerekkel — KKT feltételek*

Forras: Wikipedia

min f(x) minmax f(x) — Ag(x)
X X A

s.t. gx) <0

Vix) —AVgkx) =0
gx) <0
gx)A =0 e’ =/

35



Derivaltak Szamitasa

Hogyan szamoljuk ki a derivaltakat?

SYMBOLIC AUTOMATIC NUMERICAL
DIFFERENTIATION DIFFERENTIATION DIFFERENTIATION

f(x) = x?
F0x) =2x

slope=1,98

fey=LEH S

36



Derivaltak Szamitasa

Szimbolikus Differencialas

* A derivalas szabalyait j6l ismerjlk...

* Elvileg barmilyen szokasos muveletekbdl
allo flggveny derivaltjat le lehet vezetni
szimbolikusan!

* Szimbolikus algebra szoftverekkel
megtehetd, de altalaban nem tul praktikus...

* Nagyon szamitasigényes lehet

* A kifejezések komplexitasa rohamosan
nd, egyszerusitési szabalyokat is
alkalmazni kell!

37

a (a)=0

dx

d
(x)=1

dx

a (au)=a d

dx dx

d . o du dv dw
(u+v-w)=—+-——

dx dx dx dx

d . dv du
(uv)=u +Vv

dx dx dx

d [UJ 1 du u dv

dx | v vdx v dx

d (") = nu" du

dx dx

d | du

— (W)= ——

dx 2 u dx

d 'IJ__ | du

dx L u u® dx

d 'll _n du

A 1o8] I i

@ WOLFRAM
MATHEMATICA

@E Maxima

d d
—|Inu|=—I|log u|=——
d.\'[ ] d.l'[ = ]

"
_() f— ( c—
a"=a"Ina—
(l . ] (I“ X
(u‘)= vie' +Inu u'

SINU = COSU

| du
u dx
| du

[Iog ;"] =log e——
‘ “ udx

dv

dx

. du
COSU = —SINu
dx

2 du
lanu =sec u
dx

2 du
COolu =—CsC u

dx

du

dx

SeCu =secutanu

du

—CSClU = —CSCucotu—

* Maple

| ’



Derivaltak Szamitasa

Geometriai Differencialas

e Van, hogy a derivalt szemléletes
jelentéssel bir, geometriai
megfontolasokbol levezethetd

e Tipikus példak: b

U
» El hossza Vaf,//'g/f

g

« Haromsz6g terillete

« Tovabbiak: LINK

« Szimbolikus modszerek sokkal
bonyolultabb formulat talalnak...

38

Mathematica output:

(2 (b2 - c2) (-b2 cl1 + a2 (-bl + cl1) + al (b2 - c2) +

bl ¢2) + 2 (b3 - ¢3) (-b3 ¢l + a3 (-bl + cl1) + al (b3

- ¢3) + bl e3))/(4 Sqxrt((a2 bl - al b2 - a2 ¢l + b2 cl
+ al c2 - pblc2)"2 4+ (a3 b1 - al b3 - a3 cl + b3 cl

+ al ¢3 - bl ¢3)72 + (a3 b2 - a2 b3 - a3 ¢2 + b3 c2 +
a2 ¢3 - b2 e3)72)), (2 (b1 - ¢1) (a2 (bl - ¢cl1) + b2 ¢l
- bl c2 + al (-b2 + c2)) + 2 (b3 = c¢3) (=b3 c2 + a3l (-
b2 + c2) + a2 (b3 - ¢3) + b2 ¢3))/(4 Sqrt((a2 bl - al
b2 - a2 ¢l1 + b2 ¢l + al ¢2 - bl ¢2)"2 + (a3 bl - al b3
- ald cl +b3 cl +aleld -Dblecl)"2 + (ald b2 - a2 bl -
a3 c2 +# b3 c2 + a2 ¢c3 =-b2 c3)°2)), (2 (b1l = cl) (a3
(bl - cl1) + b3 cl1 - bl c3 + al (-b3 + c3)) + 2 (b2 -
c2) (a3 (b2 - c2) + b3 ¢c2 - b2 c3 + a2 (-b3 + ¢3)))/(4
Sqrt((a2 bl - al b2 - a2 ¢l + b2 ¢l + al ¢2 - bl c2)"2
+ (a3 bl - al b3 - a3 ¢l + b3 cl + al ¢3 - bl c3)"2 +
(a3 b2 - a2 b3 - a3 c2 + b3 c2 + a2 e¢3 - b2 ¢3)72))

“Geometric” derivative:

V,A= %]\7 X e

Forras: K. Crane
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Derivaltak Szamitasa

Numerikus Differencialas — Veges Differencia

107 .
Finite difference
af(x) - f(x + h) —f(X) Complex step
ox - h
2 10-8 --------- T s il = op om o s en s e e W e
0 f(.X) . f(x T h) o Zf()C) +f(x _ h) Relative |
axz ~ h2 error |
-12 L
A h |épéskdz megvalasztasa: "
* Tul nagy — durva kozelités!
 Tul kicsi — kerekitesi hiba kezd dominalni!

Sok valtozo eseten nagyon kéltséges lenne!

: . s " "e . V24 cc <IPR] h
’ - z*a(Bar lehet trikkozni, ha a loss kelloen “lokalis”) Forras: N, Higham
m«:-’lld'
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https://nhigham.com/2020/10/06/what-is-the-complex-step-approximation/

Derivaltak Szamitasa

107
fx + ih) = f(x) + ihf(x) + -+ i*=-1
| fx + ih) s
f(X) ™~ Im( h ) Relative |
error
10-12 B
Nem tartalmaz kivonast
nagyon kicsi lepéskdzzel nagyon pontos derivalt!

I
I
e ©o o

40

Numerikus Differencialas — Komplex lepéesko6z

Finite difference
Complex step

- —-— —_— —_— —_— —_— — —_— —_— —-— —-— —-— -_— .4

Forras: N. Higham



https://nhigham.com/2020/10/06/what-is-the-complex-step-approximation/

Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas

« Kompozit fliggvény:

F(x) = h(g(f(x)))

« Derivalas lancszabalya:

F(x) = h(g(f(x))) - g'(f(x))) - f(x)

* Automatikus / Algoritmikus Differencialas (AutoDiff, AD) — lancszabaly alkalmazasa kompozit
flggveényre (s6t tetszdleges numerikus programkodra)

e Ketféle lzemmod:
e Forward Mode

* Reverse Mode (Backpropagation / Adjoint)
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Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Forward vs. Reverse

Forward AD Reverse AD
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Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Forward Mod — Dualis szamok

F(x) = f(x) + f(x)e F(x) = C(x) = (f(x) £ gx) + (f(x) + g'(x))e
2 =0 F ()& (x) = flx)gx) + (f()g(x) + f(x)g'(x))e
F(x) _ S N J(0)gx) — f(x)g'(x) .
gx) g g*(x)

Periadica Polytechnica Electrical Engineering and Computer Science, 65(1), pp. 1-10, 2021
Nagyon egyszeru implementalni

Higher Order Automatic Differentiation with Dual Numbers

Laszlé Szirmay-Kalos'

https://pp.bme.hu/eecs/article/view/16341
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Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Forward Mod

Fi(x) = h(g(f(x))) - g(f(x)) - f(x)

- (| e || o |
kXn kXl
mxn
[ X m
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Automatikus Differencialas — Forward Mod

Fi(x) = h(g(f(x))) - g(f(x)) - f(x)
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Automatikus Differencialas — Forward Mod




Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Forward Mod




Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Reverse Mod aka

“Backpropagation”
“Adjoint Method”

F(x) = h'(g(f(x))) - g(f(x)) - f(x)

Sokkal hatékonyabb, ha [ < n!
(3| « | )| -
_ & J Viszont: el kell tarolni
kXn kX1
mXn
[ X m

a koztes szamitasi lepéeseket!
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Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Reverse Mod aka

“Backpropagation”
“Adjoint Method”

F(x) = h'(g(f(x))) - g(f(x)) - f(x)

Sokkal hatékonyabb, ha [ < n!
(| ¢ |)| 7
5 U Viszont: el kell tarolni
kX n kXl a koztes szamitasi [épéseket!
mXn
[ X m
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Automatikus Differencialas — Reverse Mod aka

“Backpropagation”
“Adjoint Method”

F(x) = h'(g(f(x))) - g(f(x)) - f(x)

Sokkal hatékonyabb, ha [ < n!
(3| « | )| -
_ & J Viszont: el kell tarolni
kXn kX1
mXn
[ X m

a koztes szamitasi lepéeseket!




Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Reverse Mod — Szamitasi Grafok

Osszeadas

Szorzas \- N - )
/ Derivaltak tetszdleges
szamitasi grafon

- RN terjedhetnek!

Maximum |
b

Elagazas 20

Forras: Szemenyei M.
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Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Reverse Mod — Pelda

Forras: Szemenyei M.
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Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Reverse Mod — Pelda

1

WO 2.0 —

~ o L(x, W) 1 4+ e~ (WoXxo+w1x1+W3)

-2

1.0

x0— \
1L 4.0

wl v 6.0 \ |

~—— 1.0 1.0 0 0.

: + > *_1 > exp >+1—>1/XT>
0
x>
oL /

-3.0 —_— 1

w2 oL
o of _ vl
f(x)=ex—>a:ex f(x)—a+x—>ax_1
af 1 af 1 Forras: Szemenyei
— I T , yei M.
f(x) =ax - Pk f(x) e 2
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Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Reverse Mod — Pelda

1
O 2.0 —
W ~ -0 L(x, W) 1 4+ e~ WoXo+twix1+W3)
x0— \
4.0
Wl{) o0 \ 1.0 10 | 0.’
. + > *_] —> exp > +1 ()—w> 1/x T)
0 —1
W) ( 1.372> (1.0) = —0.53
N _ of _
f(x)=c¢e _)a e f(x)—a+x—>ax_1
_ of _ _1 of 1
fx)=ax->-"=a f)=—--"=-

47

Forras: Szemenyei M.



Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Reverse Mod — Pelda

1
WO 2.0 —
\ o L(x' W) 1 + e—W0x0+W1X1+W2
B 2.
1.0
x0— \
ar 4.0
wl’ 6.0 \
~— 1.0 1.0 ) 1.37 0
s T > > exp ———> +1 — Ix —
2.0 Jodd o -U.05 .
x1- /
-3.0
w2 (1.0)(—0.53) = —0.53
- 0 0
f(x)=ex—>£=ex f(x)=a+x—>£=1
f(x) =ax - g =a f(x) = 1 — g = — i Forras: Szemenyei M.

0x X 0x X2
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Automatikus Differencialas — Reverse Mod — Pelda

1
WO 2.0 —
~ - L(x, W) 1 4+ e~ (WoXxo+w1x1+W3)
-2
1.0
X0— \
4.0
Wl-.‘».() 6.0 \
T~ 1.0 1.0 ).37 0.
E i > 02 BRI _ 0 X 1.0
2.0 N . |
x> '\
O
w2 (e™1)(—0.53) = —0.2
- 0 0
f(x):ex—)ézex f(x):a+x—>£:1
af 1 af 1
f(x)—ax*a—a f(x)—;ﬁa——x—z

47

Forras: Szemenyei M.



Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Reverse Mod — Pelda

1
WO 2.0 —
\ 10 L(x, W) 1 - e—(W0x0+W1x1+W2)
S -2
-1.0
x0— \
r 4.0
Wl-_’w.() 60 \
~— 1.0 1.0 ) 1.37 0
* - g4 >exp — 1 —> 1Ix —>
V 0.2 -0.2 -0.53 -0.53 1.0
x1 '\
O
w2 (-=1)(—-0.2) = 0.2
poero I
f(x):exaa:ex f(x)—a+x—>ax_1
f(x) =ax - % =a f(x) = 1 — g = — i Forras: Szemenyei M.

0x X 0x X2
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Derivaltak Szamitasa

Automatikus Differencialas — Reverse Mod — Pelda

1
WO 2.0 —
~ o LG, W) 1 + e~ (WoXo+wi1X1+W3)
-2
xO0—— \
- 4.0
Wlk 00 k 1.0 10 ) 37 0.’
* - > *] —— exp —> 1 — Ix —
y? 0.2 0.2 0.2 0.53 0 1.0
x1-
-3.0
w2 0.2
. of af
— pX — — pX — — — =1
f(x)=e »oo=e f(x)=a X ==
af 1 Jdf 1
f(x)—ax%a—a f(x)_;—)a__p

47

Forras: Szemenyei M.
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Automatikus Differencialas — Reverse Mod — Pelda

| (2)(0.2) =0.4 1
w0/ | Lx,W) =

; 1 4+ e~ WoXxo+wix1+W3)
b 3
XOW 0.2
0.4
+ X
3.0
" 6.0 , o
Wl\ / ' 0 -1.0 0.37 37 0.75
* a .
2
-2.0
Xl/

-0.6

0. 0.2 -0.2 -0.53 -0.53 1.0

N of B of
f(x):exa—ax:ex f(x)—a+x—>—ax_1
af 1 af 1 Forras: Szemenvei
— — T , yei M.
f(x) =ax - Pk f(x) e 2
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Automatikus Differencialas — Reverse Mod — Pelda

1

- e —(WoxO +W1X1 +W2)

-0.53 -0.53 1.0

0
f(x)Iex*%=ex f(x)=a+x—>£:1
f(x) = ax —)ﬂ = a f(x) =1_>g — _i Forras: Szemenyei M.

0x X 0x X2
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Differencialis Programozas

Altalanos Interfész

Parametrizalt fiiggvény
(pl. neuralis haldzat)

Layer \

Xk > Forward > Xg+1= F(x; W)
oL [

Backward <
/ 00Xy +1 Szabad paraméterek
Weight (optional) (pl. neuralis halo sulyai)

oL
oW,

D
s
A

llyen “retegekbdl” barmilyen szamitasi procedura
felepithetd és differencialhatd!
(Pl. minden neuralis haldzat is)

48

Forras: Szemenyei M.



Differencialis Programozas

Implementaciok — C/C++

X, ¥V, Z;
u = £(x, v, 2);
double ux = (£, (x), (%, ¥, 2));
double uy = (£, (y)., (x, v, 2));
double uz = (£, (z), (x, ¥y, 2));
. ’ Y ’ ” ; automatic differentiation in C++ couldn't be simpler
u = £f(x, vy, z); https://autodiff.qgithub.io/
auto [ux, uy, uz] = (u, (%, ¥y, 2)); https://github.com/patr-schm/TinyAD

Altalanos célokra Geometriai problémakra
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https://autodiff.github.io/
https://github.com/patr-schm/TinyAD

Differencialis Programozas

Implementaciok — Python

O PyTorch

TensorFlow

Minden neuralis / deep learning kdnyvtar kd6zponti eleme az auto-differencialas!
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Differencialis Programozas

Implementaciok — Julia

st=flux <
julia

L éteznek modern, auto-differencialasra tervezett programnyelvek is (pl. Julia)




Differencialis Programozas
Implementaciok — Egyéb Példak

REPARAMETERIZED PATM TRACER (16 AUXILIARY RAYS)
PRIMAL: 2.4ms \FWD-MOOE AD (visualized): 12ms

Mathutils.slang

IMaterial.slang l SLANG ; D e l

StandardMaterial $lanq|

IR Optimizations
| DerivativeAccus. slang
! Generic Spechlization

LightBVHSanpler.slang l

- Automatic Differentiation

ReparameterizeRay.slang

SHADE'VR CODE
HLSL | GLSL | CUDA C

ReparasPathTracer.cpp

COMPUTE/GRAPHICS API

/| Direct3D | Vulkan | CUDA

NVIDIA Warp

Differencialhaté Shadernyelv

OpenVFOAM

FENICS
DrOJeCU

“Adjoint” Szimulacio
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https://developer.nvidia.com/warp-python

Differencialis Programozas

Konyvajanlo

, LUwe Naumann
Andreas Griewank * Andrea Walther e o ek T h e E Ie me nts Of

The Art of Differentiating . . ]
Computer Programs Differentiable Programming

An Introduction to Algorithmic Differentiation

Mathieu Blondel
Google DeepMind
mblondel@google.com

a void f(int n, double+ x,
/ lot =, Joubles y) { 4

Vincent Roulet

STETEL T oincent Rou et
= = oogle DeepMin
Derivatives vroulet@google.com

Prindples and Technigues of
Algorithmic Differentiation

cond tion " https://arxiv.org/abs/2403.14606

Klasszikus tankonyvek Egy modern jegyzet
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https://arxiv.org/abs/2403.14606

Kovetkezo eloadas:

Neuralis Halozatok

* Perceptron Halok
 Konvolucios Neuralis Halok

« Halo Architekturak

hidden laver 1 hidden laver 2 hidden laver 3

input layer
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