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A Generativ Modellezeés Fele...

Forras: M. Sung
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Generativ modell: adathalmazok eloszlasat modellezi & Uj mintakat general
Hogyan modelleziink és mintavételeziink altalanos eloszlasokat?
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Valoszinliisegi eloszlasok

Alapok

* Valdszinlségi eloszlas (PDF):

« 0<px) L1, Vxeq

. Lp(x)dx=1 £

* Marginalis valoszinlség:

. P(X) = Jp(x, y)dy 3

>

» Feltéeteles valoszinliseg (lancszabaly):

« p(x,y) =pQy | x)-px) =plx|y) - pQy)

Q.

0.4

0.7

Forras: P. Hennig


https://uni-tuebingen.de/en/fakultaeten/mathematisch-naturwissenschaftliche-fakultaet/fachbereiche/informatik/lehrstuehle/methoden-des-maschinellen-lernens/lehre/probabilistic-machine-learning/

Valoszinliisegi eloszlasok

Bayes formula

» A feltételes valoszinlisegek megfordithatoak — Bayes formula:

Prior Bayes ,
—— kovetkeztetes /
px|y) p(y) px [ y)p(y) inferencia
plylx) = =
— p(x) |p(x | Y)p(Y)dY
Posterior ‘ - J
2
<
- 'l N Posterior
P(AIB) = [P(A)*P(B|A)]/P(B), all the rest is - M
commentary. i >, R .. & ,"
o | (W s/ N ™
De legylnk dvatosak: ‘ - [\ \

nem biztos, hogy ki is tudjuk szamolni!

Relative Risk (log scale)



Valoszinliisegi eloszlasok

Bayes formula — Video ajanlo

This 1s Bayes’ rule Quick Combating

estimations  Iisconceptions

S

W Bayes
HJ{ factor

N =’

P(H)



https://www.youtube.com/watch?v=HZGCoVF3YvM
https://www.youtube.com/watch?v=lG4VkPoG3ko
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Valoszinliisegi eloszlasok

Bayes formula — Video ajanlo
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Valoszinliségi Eloszlasok
Statisztikak

100

 Varhato érték:

Konvex kombinacio!

= (f0) = [ Foop()dax
Q 0

75 ’

» Szdras (2. momentum): o oo ‘.:‘.
50 *‘_\ — 0 _ 9
Var(x) = E ) [(x — _p(x)[x])z] 25 y Se s o e

100 20 40 60 80 100

25

Egyforma atlag és szoras!
Ugyanolyan illeszkedo egyenes!



Valoszinliségi Eloszlasok

Gauss / Normalis eloszlasok — 1-D

0.4

0.3

0.1
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Forras: P. Hennig

14

(4  Varhatd érték / Atlag
(72 Variancia / Szorasnéegyzet

0 Szoéras / Standard deviancia


https://uni-tuebingen.de/en/fakultaeten/mathematisch-naturwissenschaftliche-fakultaet/fachbereiche/informatik/lehrstuehle/methoden-des-maschinellen-lernens/lehre/probabilistic-machine-learning/

Valoszinliségi Eloszlasok

Gauss / Normalis eloszlasok — N-D

|

N(X; 22 z) — (271_),7/2|Z‘1/2

N

—4 =72 0 1 4 6 3

Forras: P. Hennig

exp (—;(X —p)TE (x - u))

Kvadratikus fiiggvény!

Varhato érték / Atlag

Kovarianciamatrix

(Szimmetrikus, + definit)


https://uni-tuebingen.de/en/fakultaeten/mathematisch-naturwissenschaftliche-fakultaet/fachbereiche/informatik/lehrstuehle/methoden-des-maschinellen-lernens/lehre/probabilistic-machine-learning/

Valoszinliségi Eloszlasok

Gauss / Normalis eloszlasok — N-D

Spherical covariance Diagonal covariance Full covariance
Forras: S.J.D. Prince

Konstans szintfellUletek:
N-dim. ellipszoidok

Fétengelyek: 2 sajatértékei/vektorai

2.0 0.5 0.0 0.0 40 0.0
| '1.0] > L").() n_s] ) n_n] 2 {(m 1.5]

~2.0 2.0 0.0 —2.0) 0.3 0.0
! 1.6J’2 L‘).u 2.0‘ g 2.0J'2 L‘).U 1.5‘



https://udlbook.github.io/udlbook/

Valoszinliségi Eloszlasok

Gauss kalkulus

— p(X)
P —p(y X) %
—pX|y)
0.6
S
S 0.4
0.7
O

Gauss eloszlasok szorzata Gauss eloszlasu!

Let

Then

p(x) = N(x; p, 0°)
p(y | X) = N(y; x,v°)

_ PP | X)
[ p()p(y | x) dx
= N (x;m, s%), with

p(x | y)
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Forras: P. Hennig



https://uni-tuebingen.de/en/fakultaeten/mathematisch-naturwissenschaftliche-fakultaet/fachbereiche/informatik/lehrstuehle/methoden-des-maschinellen-lernens/lehre/probabilistic-machine-learning/

Valoszinliségi Eloszlasok

Gauss kalkulus

Forras: P. Hennig

products of Gaussians are Gaussians marginals of Gaussians are Gaussians
N(x;a, AN (x;b,B " /X ) S 2\
( ’ ) ( ) ‘ /N <)‘,> ’ (,U ) | (v, Y) dy :N(X, ,sz,zxx)
= N(x;¢,C)N(a;b, A + B) \J Hy 2y 2y ) |
A= —IN=1 . Apa—=T1, —1 |
Ci=A"+8") c:=C(A a+B6 D) (linear) conditionals of Gaussians are Gaussians
linear projections of Gaussians are Gaussians ar p(X, )
pX 1Y) = |
: p(y)
p(Z) :N(Z; 122 E) — —1
= p(Az) = N(Az,Au, AXAT) =N (X5 px = 22y (Y = )y Zxe — Ly Xy ZVX)

Bayesian inference becomes linear algebra

If p(x) = N(X; s, X) and  p(y|x) =N(;ATx+ b, A), then
PBTX+C|y) =N[BX+¢;BTu+c+BTSAATZA+A) "' (y— AT — b),BTEB — BTSA(ATSA+ A) ™ 'ATEB]

Gauss kalkulus = linearis algebra!
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https://uni-tuebingen.de/en/fakultaeten/mathematisch-naturwissenschaftliche-fakultaet/fachbereiche/informatik/lehrstuehle/methoden-des-maschinellen-lernens/lehre/probabilistic-machine-learning/

Valoszinliségi Eloszlasok
Egy kis intuicio

Forras: M. Betancourt

* Hol talalhato egy N-dimenzios (pl. Normalis)
eloszlas “tdmegének” legnagyobb része?

dq

« Nem az eloszlas maximuma korul, hanem
attol kb. v/ NV szorasnyi tavolsagra!

* N-D térfogat exponencialisan né!

« Hogy néz ki egy /N-dimenzids Gau55|
eloszlasbdl vett minta? e
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https://betanalpha.github.io/assets/case_studies/probabilistic_computation.html

Valoszinliségi Eloszlasok

Entropia

1
. Meglepetés/ optimalis bitszam: b, = log — =
l pl

Entropla — varhaté bitszam: H(p) = 2 p.b D, =

l

' T

28} C8} 08

>, . > [

— . — . —4 O

'_a J6} g Ce 2 08 =

>

- O

3 o
02

Mode

State

13

Belathato,
— 1() g pl. hogy csak a log

fuggveny lehet!

Z p;logp,

“Maximum Entropia” elve

[Jaynes, 1957]

Probability Theory
The Logic of Science




Valoszinliségi Eloszlasok

Eloszlasok 0sszehasonlitasa

Kereszt-entropia: H(p, q) = — 2 P 10% q;

« Relativ entropia / Kullback-Leibler divergencia:

Dy, (pllg) = H(p,q) — H(p) = Zpl log & Nem szimmetrikus “tavolsag”

v \\ o \
® D KT ( p‘ ‘q ) Z O // \\\ A / \ / \\

» Di;(pllq) # Dy (qllp)!! AN W W N
Di;(pllg) = min Dy, (ql|p) — min

14



Valoszinliségi Eloszlasok

Mintavetelezes

* Egyenletes (uniform) eloszlasokbdl “kénnyld” mintavételezni (véletlenszam
generator, RNG)

 Hogyan tudunk mintaveételezni altalanos eloszlasokbol?

15



Valoszintiseg eloszlasok

Mintavetelezes — Normalis eloszlas

 1-D Gauss eloszlas: Box-Miiller
transzformacio

e N-D Gauss: N db 1D mintabol

p(x)

0.2
def SampleNormal( M, O ):
u = uniform(0,1) * 2*pi
v = uniform(0,1) 0.1
return O*sgrt(v)*cos(u) + U
0

16

Forras: K. Crane

103



Valoszinliisegi eloszlasok

Mintavetelezés — Inverzio

Forras: K. Crane

e 1. Uniform eloszlassal mintaveteleziink e inversion method
0,11-b81 (y ~ %([0,11) )l
e 2. Kiszamitjuk az eloszlas kumulativ
eloszlas fliggvenyét (CDF): . 3
X \Y
P(x) = J p(X)dX

* 3. Invertaljuk a CDF-et (kvantilis)
O(y) = P~'(y) ~ p(x)

 Nem mindig alkalmazhato, plane
magasabb dimenzidkban...

17



Valoszinliisegi eloszlasok

Mintavetelezés — Rejection sampling

e 1. Uniform mintavételezzik az Forrs: K. Crane
értelmezési tartomanyt (x ~ Z(Q)) rejection sampling

e 2. Uniform mintavételezziik a PDF
értékkészletét (y ~ [0, max p(x)])

» 3. Hay < p(x), elfogadjuk a mintat,
egyebkeént elutasitjuk

18



Differencialegyenletek

ODE

« Kbozonseges differencialegyenlet (ODE):

— <

« Geometriai értelmezes: vektormez6
« Akar explicit fUigghet az id6tél is!

* Formalis megoldas (integralgtrbe / folyam):

x(t) € R" — fugg6 valtozo (allapotvektor) 0

d
— =1x@®),) TR figgetlen valtozo (“id6”)

dt
e Aka “dinamikal rendszer”

x(1) = x(0) + [ f(x(z), T)dr
0

— <

Forras: K. Crane

/
/
/
/////4

— X

Forras: M. Gemoll



https://mariogemoll.com/flow-matching

Differencialegyenletek

ODE
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https://mariogemoll.com/flow-matching

Differencialegyenletek
ODE — Pelda

 Gradiens folyam (gradient flow):

ax VFX)
_— = X
dt

* Az integralg6rbék a fliggveny Kkritikus
pontjaiba (V F(x) = 0) futnak be!

e Gradient descent “folytonos ideju”

77

megfelelQje

20




Differencialegyenletek
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Differencialegyenletek

ODE — NumerikUS médszerek . Forras: S.J.D. Prince

ob)

o
L)

o

* Diszkretizaljuk az idét:

Dependent variable, x
VN
Dependent variable, x

dx  x(t + Atr) — x(¢)
— — X t- ° l- ! *o —o7”
" v Jx(0), 1) -

0.0 ‘ 0.0
0.0 0 fo+h 4.0 0.0 4.0

Independent variable, t Independent variable, ¢

* Explicit / Forward Euler modszer: k=0

W(liyr) = 6(0) + At - flx(ty). 1) D)) mni

» Gradient Descent = : 10
Gradiens folyam + Forward Euler!

{ 15

5

Forras: F. Bach

21


https://udlbook.github.io/udlbook/
https://francisbach.com/gradient-flows/

Differencialegyenletek
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Differencialegyenletek

ODE — Numerikus modszerek — Integratorok

a) <o

Cependent variable, x

\

dx _ x
dat 2

0.0

a.0

Dependent variable, x

.
-

[ t,+h

Independent variable, ¢

4.0

0.0
2.0

fa to+h

Independent variable, ¢

2.0

D) 4.0

Dependent variable, x

o
¢
-

f
-

Dependent variable, x

t+h

dx _x
-
(e &

0.0
0.0

lo lg+h

Independent variable, ¢

Heun (2. rendu)

Error

10

']OS_

10—7 —

']O 1M

Euler

Heun /
Improved Euler /
Taylor 2nd Order

4-step

Runge-Kutta

10-13
10-6

0= 104 103 1072
Step size, h

22

107

10°

a) <o

Cependent variable, x

-

0.0
2.0 fo In+hs2 0
Independent variable, ¢
c) 20
dx _
" at
[}
o
o
=
©
-
.
c
w
o
[
D e
ol .r;'.'i‘,.-"' 2
b 5
Q. -
: / 1
0.0
0.0 fa Ia+h 2 to+h A0

Independent variable, ¢

P) 4.0

Dependent variable, x

-,

Forras: S.J.D. Prince

a
¢
-

f
-

0.0

0.0 o

d) a0

tpth2

Independent variable, ¢

e
-

Dependent variable, x

-

0.0

dx X

1'11' 2

0

0 o Lt i2 lg+h

Independent variable, ¢

Runge-Kutta (4. rendu)



https://udlbook.github.io/udlbook/

Differencialegyenletek

ODE — Numerikus modszerek — Integratorok

 Implicit / backward Euler:

X(t) = x(t) + At - f(x(@1)s i)
G(x(t, 1) = x(t ) — AL - f(x(B1 1), Go) — X(5) =0 Implicit egyenlet!

 Nemlinearis egyenletrendszer x(f;, |)-re

* Megoldhato iterativ modszerekkel (pl. Newton-Raphson)
 Stabil kb. barmilyen At valasztasa esetén!

« Gradiens dinamikara (f(x) = — V F(x)) ekvivalens optimalizacié-alapu interpretacio
(“inkrementalis potencial”): i , Meoldée.
H ¥ — x(1,) H n F(x)) egoldas:

X(f) = argmin <2AT pl. Newton{-Raphseonr)!

23



Neural Ordinary Differential Equations

Ricky 1. Q. Chen¥®, Yulia Rubanova®, Jesse Betlencourt®, David Duvenaud

Differencialegyenletek
Neural ODE Cited by 7631

ResNet
Input = Z s 21 Wan Zz) .. Zi+1
* Varjunk csak... B
:‘ _ Netill:'lk . o o
XL+1 — XL +fWL(.xl) ‘\. XT+1 — -xT +f(xT) f(z,i;6)
Rezidualis reteg Forward Euler o

Residual Network ODE Network

» Milesz egy ResNet-bdl, ha L — oo és a 5 \ I
retegek egyformak? “ *
<3 bt
dx §2 ol
— = f(x,f)  Neural ODE
dt I 1
=50 5 05770 5
Neuralis hald — a bemenet valtozasi sebességét definialjal Input/Hidden/Output Input/Hidden/Output

24



Differencialegyenletek

Neural ODE ODE-Net
Input = z(#p) z(t1) z2(t2) z(t;) Z(tis1)
L /_}\ P& > o o o .T >
* ResNet = Neural ODE + Forward Euler diszkretizacio ODE Tn ooETouver 0?§olver
* De barmilyen integratort (ODE megoldoét) \ o] e k Ld, e e e e
hasznalhatunk a kiértékelésre! ot & dr dr

* PIl. Runge-Kutta, backward Euler, adaptiv
lepeskoz stb. e

« Neural ODE tanitasa:

2(tn)

» 1. Otlet: backprop. az ODE megoldé iteracioin 2 (to) i) .
keresztul (“unrolling”) . Adjoint State
5 oI N
e 2. Otlet: “adjoint ODE” integralasa idoben LA /. ) \e
visszafelé (aka “folytonos backprop”, “adjoint A o
method”) — hatékonyabb! ; t | AN
0 ’ / i+1 N

25



Differencialegyenletek

Neural ODE

 Neural ODE alkalmazasai:

» Erdeklédéknek: Implicit Rétegek

ld&sor analizis

Fizikai / dinamikai modellezés
Iranyitastechnika / robotika

Generativ modellezés (diffuzio &

flow modszerek)

26
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2.5-4—«-——.—.——.’.._.“_—-.—--*‘*\\\\\\-\\
e o et N T, T e e e
e e e S ™ R N
S ST W SR R R
L=y B o = " ™ N TN N
B e e v ™ N N N WX = w o

].-O 1 e - -
0.5 . e
0.0 . .

—0.5— -~ - - -

Forras: M. Poli

Forras: Y. Lipman



https://implicit-layers-tutorial.org/

Differencialegyenletek

Neural ODE
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https://implicit-layers-tutorial.org/

Differencialegyenletek

SDE — Véletlen séta, Wiener folyamat ST

- . » ‘e
*a o et o"'-.':,. N g:'h}!’ ‘. .
k.. .;. ..? o..sezi't I‘a .. I a®
',"‘o ﬂ;.sf e "mn ..'q.o :.. Wa e :
e ey 2 [ N P LR i .
n_ " . «an
A I .‘5" .0..‘&. @ .'.;-0, b ;'
i B o
* i e T ‘:.".u.,.:‘:' - ::.' i
a .‘.. a ..I... ‘ ‘ S " -
B, e I va ‘e
.QQ. ' . ot T ‘..2 "

A () Wi (1) W..(1)
L\ };‘_1) ° Xk . Xk ) . Xk

Brown-mozgas / véletlen séta — sztochasztikus folyamat n =2 . B

Sok leépés esetén az egyes lepéesek eloszlasa nem szamit!
(Id. centralis hatareloszlas tétel)

n=>5

Wiener folyamat — fliggetlen, normalis eloszlasu inkremensek:

th ~ Wtz — th ~ ./V(O,tz — tl)

n = 1,000

Forras: K. Crane
27



Differencialegyenletek

SDE — Véletlen séta, Wiener folyamat ST
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i B o
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B, e I va ‘e
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Forras: K. Crane
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Differencialegyenletek
Sztochasztikus Differencialegyenletek (SDE)

e Sztochasztikus

Differencialegyenlet (SDE):

Brown-mozgas
(stochasztikus folyamat)

dX, = f(X)dt + g(dW,)

_~

Drift
(determinisztikus ODE)

 Euler—Maruyama modszer: Euler

lépes + (std. normalis) za;

AT

1 =xp+ AT - (f(xp) +€), € ~ N(0,1)

28

Forras: S.J.D. Prince

fdx = L dt + l dwj % %
2 2 e

— e

lllll
,,,,,,,,,,,,

444444

dddddddddd

_____________________________



https://udlbook.github.io/udlbook/

Valoszinliisegi eloszlasok
Log-likelihood

* Gyakran valoszinlisegek logaritmusat manipulaljuk (log-
likelihood): log P(x)

* Linearizalja valdszinlisegek szorzatat és hanyadosat:

log p(xzq)(x) = log p(x) + log g(x) — log r(x) o "or Lcig "o
r'Xx
» Sok valoszinlsegeloszlas log-konkav figgvény! JLEE -2-
° Qs % 0.2 %_4
Boltzmann eloszlas: —E@ —E() : E
E(x): “energiafv.” X) = = | 6
( ) J p( ) Ie—E(Y)d / 0.0 -
Y — S
\ -2 0 2 -2 0
Particio Support Support
logp(x) = — E(x) — \IOg ZJ fliggvény

konstans!

29



y 4 y Y 7 4 y m y 4
Valoszinusegi eloszlasok ST
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* Boltzmann eloszlasra:

Score

V. logp(x) =V, E(x) — VXW =V, E(x) O ™ e -

A normalizacio erdektelen!!!
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Differencialegyenletek

SDE —Langevin dinamika

 Langevin dinamikail rendszer:
gradient descent a log-eloszlasra
(score fliggveny) + za]

X1 =X, + AT - Vlogp(x) +1/2 - AT - ¢,
e, € N (0,I)

« Belathatd, hogy a generalt mintak az
eredeti eloszlashoz konvergalnak!

x, ~ p(x), k = oo

31
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Kovetkezo eloadas:

Generativ modellezes alapjai

Generativ modell fogalma

Generativ modellek kiertékelése

 AE, VAE, GAN

fraining set V / N Discriminator
/ | Real
Random > — N
noise a
R
Generator —/ Fake image
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= : - Forras: M. Sung
Data distribution ~ E¥3 <. KR

(unknown)

High Low
probability Probability

Generative model ]

Novel data points

Sampling l‘@ P"‘ EX‘@
AT R

Forras: K. Crane

Q.
(@)
fqv; (@)
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o encoder decoder =
= | X fo 7 9o X | =
g_ o)
< /, ;\ =
latent =
code —~
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e e R »  L(X,X) @ [€------------ |

reconstruction loss



